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Modélisation statistique

» Description des données :

» X : nx p matrice de design
contenant les signaux des cellules dendritiques
> Y : nx g matrice de réponses (g > n)
contenant les signaux des lymphocytes Th

» Question : Quelles variables influencent les réponses?
> Approche : Sélection de variables dans le modéle linéaire
général
Y =XB -+ E,

ou
» B : p x g matrice parcimonieuse des coefficients
> E : nx q matrice d'erreur avec

Vie[1,n], (Ei,....Eq) < N(0,X)

en prenant en compte la dépendance en estimant 3.
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Etat de I'art : méthodes en univarié

Traiter indépendamment les g modéles univariés :
Yor =XB,,+ E,,, Vre[l,q], (1)

ou A, , désigne la r¢ colonne de A.

» Maximum de vraisemblance = pas parcimonieux !
Sélection de variables :
> AIC, BIC (Akaike, 1970, Schwarz et al., 1978)
> Tests (Mardia et al, 1980)

> Régression pénalisée Lasso (Tibshirani, 1996) :

B.,.(\) = Argming, , {||Y — XB. ,||3 + A|| B,

Zhao et Yu (2006) ont montré sous certaines conditions :
P <s1gn(/\( )) = sign(Ba, r)) — 1, lorsque n— oo,

ou sign(x) € {—1,0,1}
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Etat de I'art : méthodes en multivarié

Cherchent a minimiser la fonction :
0B, Q) = tr (%(Y ~ XB)Q(Y — XB)T) “log(1Q), (2)

ot =31
» Maximum de vraisemblance (Mardia et al, 1980)
> Régressions pénalisées
> Rothman et al. (2010) : une méthode itérative
une double pénalité , B et €2 parcimonieuses.
> Lee & Liu (2012) : une étude théorique a g fixé.

> Meéthodes contemporaines : Zhang et al. (2017), Molstad et al.
(2018).

6/38



Objectif : Estimation parcimonieuse de B

Dans le modéle Y = X'B + £ I'estimateur Lasso est :

g(A) = Argming {||y — XBH% + )\||B||1} i

YX-1/2 = xBx-1/2 4 Ex;—1/2

Y = vec(YEY?) = vec(XBXY/?) + vec(EX™Y/?)
= ((Z7Y2) @ X)vec(B) + vec(EXY/?)
=XB+E.

A Nous ne connaissons pas X |
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Mise en place : une méthode en quatre étapes

~

Estimation des erreurs : E

Les résidus sont calculés indépendamment sur chaque colonne
de Y

Estimation de la matrice de covariance de E : &

» n > g : matrice de covariance empirique
» g > n:on suppose une structure particuliére

> Toeplitz symétrique,
> par blocs.

« Blanchiment » : Y £-1/2 = XB$-12 L EX-1/?

Sélection de variables en utilisant le critére Lasso et la
« stability selection »
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Plan de la présentation :

|. Estimation de matrice de covariance (g > n)
e Matrice de covariance Toeplitz
e Matrice de covariance par blocs

Il. Garanties théoriques

I1. Conclusion et perspectives
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Estimation de matrice de covariance en grande dimension
(g>n)

» Matrice Toeplitz symétrique (une notion d'ordre dans les

réponses)

» la covariance ne dépend que de la distance entre deux réponses.

aann.ninane

» Matrice par blocs (réponses groupées).

Ahanann Q00 00ese
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Cas : AR(1)

Vie [[17 n]]7 vVt € Za Ei,t - d)lEi,t—l = VVI',U
avec (W) ~ BB(0,1), |¢1] < 1.

LT R
01 1 ¢1 ... o
« 1 S
> = _ . . . . . ;
1—¢3
S OO |

n

~ 1 .
Estimateur de ¢, : g1 == o
stimateur de ¢1 : ¢ p ;gbl ,

ol ¢(1i) est |'estimateur de Yule-Walker de la ligne i de E
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Cas : AR(1)

En pratique on a besoin de $—1/2

Y-8 —& 0 - 0

0 1 —¢ -+ 0
S22 = 0 0 .. e
: ~1
0 0 0o 1

~ 1 :
Estimateur de ¢1: g1 =~ % ¢,
stimateur de ¢; 1 ¢, = — Zcbl ;

ol ¢§") est |'estimateur de Yule-Walker de la ligne i de E
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Généralisation : estimateur de X dans le cas “Toeplitz"

Vi € [1, n], on modélise (E; 1, ..., Ejq) par un processus
stationnaire.

7(0) (1) - A(g-1)
~ (1) 7(0) - A(g—-2)
> — :
A(g-1) A(g—2) --- 7F(0)

1 n
Estimateur de y(h) :  7(h) = - Z?i(h),
i=1

ol 7;(h) est un estimateur de la fonction d'autocovariance du
processus (E;¢): au retard h.

1/2

En pratique : on obtient $-1/2 3 I'aide de I'inverse de Cholesky.
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Pour des réponses groupées

Estimation de matrice de covariance par blocs :

Al anaaa Q00 sassee
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Supposons qu'il existe
» Z une matrice parcimonieuse de taille g x k avec k < g
» D une matrice diagonale

Telles que
>=2Z'+D,
avec les termes diagonaux de ¥ égaux a 1.
)y X
Z 50 Z 50

| m o | =

40 40
40 ‘ 40
30 ‘ 30 30 30
. - -
|

‘w‘“ 10 ‘

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure — Exemples de matrices 3 générées a partir de matrices Z.15 / 38



» Un estimateur de rang faible

» Une matrice de rang faible contenant les termes
extra-diagonaux de X

> Approximation de cette matrice en utilisant la décomposition
en valeurs singuliéres.

» Un estimateur parcimonieux.
Détecter les positions des valeurs non nulles de X.

» Un estimateur défini positif. Transformer S en 3 une
matrice définie positive (Higham, 2002).
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Un estimateur de faible rang

> Passagede X aT

e poxa0 Ce Moo

50 1
= CIFE
40

10 ]

0.5
30 30
20 20 0.0

10 10- -0.5
ol o.M
0 100 20 30 40 50 0 100 20 30 40 50

> rang(X) =gq, rang(T') = k< q
> En pratique X est inconnu. I' est telle que

= Rijq1 V1<i<j<qg-1
I‘,"j:

I, Vi<j<i<q-1~
ou R est la matrice de corrélation empirique.

» T(") : une approximation de rang r de T (SVD).
il faut choisir r!
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Choix de r en pratique

» Critére de Cattell (Cattell, 1966)
» Méthode de permutation PA (Horn, 1965).

Cattell PA

0 1 ol
1 1
S 904 | 4
) . o
2 60+ | |
[= |
301 i
0 i I

05 50 [ 500 05 50 [ 500
Index

e Real ¢ Sample

Figure — Choix de r en pratique g = 500 et n =30, k=5

Expériences numériques la méthode PA a tendance a sous
évaluer k lorsque n est faible.
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Sélection des valeurs non nulles

Critére Lasso sur les valeurs de T'(")

Ré-estimation des valeurs non nulles
= Ceci revient a mettre un seuil sur les valeurs de T'(") :
~ () () A
By = { D s
0, sinon

En pratique : Comment choisir A7
> Le critére du coude calculé sur I'erreur |[T(X) — T ¢

» Bickel & Levina 2008 : fondé sur la " cross-validation "
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Un estimateur défini positif

» Récupérer un estimateur de 3 = on remet les 1 sur la
diagonale.

N I sit<i<j<g

Yij= 1 sil<i=j<gqg

Ej’,' sil<j<i<gq
» Assurer sa positivité (Higham 2002) :
3 = Argming || — R||F,

ol R est une matrice de corrélation.
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On veut utiliser notre méthode de sélection de variable!
= |l nous faut un estimateur de ¥~1/2

> 3 est symétrique donc il existe U orthogonale et D diagonale
telles que
> =UDU'.

» En pratique on propose |'estimateur
V2= up, VU

ou
L siDj;i>t
~1/2 = Stz
D, I.ﬂ.:{ \/(E)’:,:

sinon.
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Comparaison avec des méthodes existantes : £~1/2

—_—

blocks__oracle blocks_ PABL blocks__Catt Grab

N

Frobenius norm

ot

‘ blocks__oracle ‘ blocks_ PABL [ blocks_ Catt ‘ Grab

Figure — Comparaison de la norme de Frobenius ||S~1/25%-1/2 — 1d||¢
dans le cas Extra-Diagonal-Equal pour n = 30 et g = 100.
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Il. Garanties théoriques
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Notre méthode de sélection de variables

> Y=XB+EVYic[l,n], (Ei,...,Eq) < N(O,X)

> objectif : un estimateur parcimonieux de B

Y312 = XBY-1/2 L ER-1/2

Y= VeC( Y§_1/2) = vec(XBZA]_l/z) + vec(Ei_l/z)
— ((2_1/2)1 ® X)VGC(B) + vec(Ei—l/Z)
=XB+E.

B()\) = Argming {||Y — XBJ|3 + A|B]|1} -
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Contribution : Consistance en signe dans le cas multivarié

Théoréme (Perrot-Dockes et al, 2018)

Supposons qu'il existe My, Mo, M3 et My, Ms telles que
> [(XTX)/nlloc < My, Amin((XTX)/n) > M
P Amax(Z71) < Ms, Apin(Z71) > My
» Conditions d'irreprésentabilité sur X construit avec 3.
> |l existe c1, ¢ telles que 0 < ¢; + ¢ < % qui satisfont
> s = 0p(g<) ou s est le cardinal du support J de B,
> g% minjcy |Bj| > Ms.
> 27 = 27 = Ox((ng)7H2), p(S ~ £) = Op((ng)72)
Alors, pour tout \ tel que \/lﬁ — 00 et 2 = o (q7(@F%)), Jorsque n — oo

1 ;
DU =y = O (”Z(C‘+CZ)) =o(n*)sici+c =4, 0na

P (sign(l?()\)) = sign(B)) — 1, lorsque n — oo.
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Un cas simple ol les conditions sont vérifiées

> X telle que XTX = vl
(ex : matrice d'ANOVA a 1 facteur équilibré)

> Vi€ [1,n] E; processus AR(1)

Vie{l,...,n}, Vt €Z, Ejy — p1Ei 1 = Wiy,
avec (VVi,t)t ~ BB(O, 1)a |¢1| <L

Dans ce cas :
P si on estime ¢; comme

<$1 Z, 1Zz 2 ,zE,e 1
ZI 1Zq 1E2

> sijeJ, j+ pouj— pn'est pas dans J (pour (IC))

alors, les conditions du théoréme sont vérifiées |

)
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Expériences numériques : retrouver le support

» Etude : Fréquence des cas ol
3 A, sign(B())) = sign(B)

> Données :
> g =1000
» X matrice d’ANOVA a 1 facteur a 2 modalités équilibré
> Vi€ [1,n] E; processus AR(1)
> Dans le théoréme on veut g = g, = o(n*), ici k =2

01=05 01=0.95
> 1.00
-
[}
3 0.75
Q
[}
= 0.50 -+ raw-lasso
b -e- oracle
8.0.25 * whitened-lasso
)
=
©0 0.00

10 100 1000 10 100 1000
n
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Expériences numériques : au-dela des hypothéses

» Etude : Fréquence des cas o
3 A, sign(B(\)) = sign(B)
> Données :
> g = 1000
» X matrice d’ANOVA a 1 facteur 3 2 modalités déséquilibré
__ taille groupe 1
"~ taille totale
> Vi€ [1,n] E; processus AR(1)

1

» Rappel g=qg,=o0 (nz(c1+cz)> = o(nk), ici k=2

r=04 r=0.2 r=0.1 Type
1.00 == & raw-lasso
@ oracle
0.75 whitened-lasso
Balanced

0.50
A P
0.001 e oracle

— + raw-lasso
10 100 1000 10 120 1000 10 100 1000 % whitened-lasso
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Expériences numériques : au-dela des hypothéses

» Etude : Fréquence des cas ol

3 A, sign(B(\)) = sign(B)

» Données :
> ¢ =1000
» X matrice d’ANOVA a 1 facteur a 2 modalités équilibré
> Vi€ [1,n] E; processus AR(p)

» Rappel g=qg,=o0 (nz(c11+cz)> = o(nk), ici k=2

1.00
0.75
0.50
0.25

0.00

AR(5)

AR(10)

00g =b

0

100 200 300 400 500

n

0

100 200 300 400 500

L]

raw-lasso
oracle
whitened-lasso
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En pratique il faut choisir A

~

Estimation des erreurs : E
Estimation de la matrice de covariance de E : &
« Blanchiment » : Y 312 = XB 312 4 E 5-1/2

Sélection de variables en utilisant le critére Lasso et la
« stability selection »
» Validation croisée pour sélectionner Acy
> N tirage de taille n/2 : soit F; la fréquence ot chaque variable

i est sélectionnée
» on garde les variable i telles que F; > seuil
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Application en immunologie
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Cellule Lymphocyte
dendritique T naif

2

IL17F

Th17
IL17A

Figure — Les différents profils Th

1)
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Notre approche

Perturbateurs

Signaux Signaux
\ des DC des Th

¢

Matrice X Matrice Y

428 36 428 x 18

Cellule ( . ) Lymphocyt(e )
dendritique Th naif

> Données
> X : 428 x 36 signaux des DC
> Y : 428 x 18 signaux des Th
> En pratique
> Covariance empirique
» Seuil de « stability selection » 0.65
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On retrouve les profils Th!

Coefficients - -
value
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Figure — Coefficients de la modélisation des signaux des lymphocytes Th
par les signaux des cellules dendritiques avec un seuil de 0.65.

Hypothéses biologiques : 346 potentielles associations ! 34 /38



Exemples d'expériences

» Un récepteur particulier
Perturbateurs

\

3

» Directement au lymphocytes Th

—~

Signaux Signaux
d’activation d’activation

Validation : 41/ 56 des hypothéses testées biologiquement! 35 /38



Conclusion

» Un estimateur parcimonieux des coefficients :
> Résultats théoriques : consistance en signe,
» Simulations numériques.

» Des estimateurs de matrice de covariance
» Dépendance de processus stationnaire

> Résultats théoriques : vérification des hypothéses,
» Etudes par simulations numériques,

> Par blocs
» Etudes par simulations numériques
» Applications :
> 3 un probléme immunologique
validation de nombreuses associations importantes
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Pour aller plus loin

> Vers d'autres cas vérifiant les conditions de consistance en
signe de notre estimateur :
> le cas des ARMA(p, q) (Haddad, 2004),
> les matrices de covariance par blocs diagonaux.
> Adaptation d'autres matrice de design
> En pratique : R package VariSel qui permet de

> regrouper des coefficients (group-lasso),
> fusionner des coefficients (fused-lasso).

» En théorie : adaptation au cas multivarié du

> group-lasso (Bach, 2008),
> fused-lasso (Rinaldo et al., 2009).

> Application
» Prendre en compte le type de cellule dendritique dans le
dialogue avec les lymphocytes Th
> Développer des tests pour trouver la meilleure modélisation de
la dépendance

37438



Merci !
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Regularization Path

both regr
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Comparaison

courbe ROC

s =0.01
¢ =0.7 ¢1 =09 ¢1 =0.7

1.00 S| 1.00 o #| 1.00 = 1.00 4

075 0.75 0.75 0.75 4
£
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025 0.25 0.25 0.25 o
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100 4 S 100 | 100 #1004
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*#Oracle
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Comparaison dans le cas "classification"

=
1
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Method == AR1 = SPLS-DA
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Conditions d'irreprésentabilité

(A7) je J{(XTX) 54} sign(By)| <1 -1,
ou l'inégalité est vrai pour tous les éléments. Notons que :
(XTX),,={(E")Tex} (=) @ X)),
=(EA(E-1/2)T @ XTX),,
= (2_1 X XTX)J’_].

Donc:S=XTx=X1leoX"X.
1Sse,5(Ss.0) Lsign(By) |l <1 —n,
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Simulations numériques : choix de r

n =10 n =10 n = 50 n = 50

q = 100 q = 500 q = 100 q = 500

1.00 1
0.75 1
0.50 1

0.25 1
..||’|||.|..|.||’||||.. i L

0.00 -
o' 1.00 1

F: 0.75 1
0.50 1
0.25 1

0.00L 11
234567 23456789 5 6 5 6

r

1D

2

equence

vd

. Extra-Diagonal Equal - Extra-Diagonal Unequal

Figure — Choix de r en pratique (k = 5)
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Sélection de variable : Comment choisir A

Découper le jeux de données en 10 sous-groupes
Soit G¥ les données privées du ve sous-groupe

Pour tout GV,
> validation croisée pour sélectionner Acy .
> Stability selection au niveau Acy avec N réplications
— NY le nombre de fois ou la variable i est sélectionnée dans

gv

Garder les variables i telle que F; = Ziozl NY /(10 x N) > seuil
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Sélection de variable : choix du seuil en pratique

$=0.01 $=0.01 $=0.01 s=03 $=0.3 $=0.3
k=1 k=2 k=10 k=1 k=2 k=10
1.00 £ T o3 Y T
0754 © " - - X
- A o o . ‘ | — A 8| =
0.50 $ e . X =
s " i g T
0.254 i + + A +
0.00+ 1 L]
=
0.006 -
3 . ° 2]
0.004 P’ ot
& + o o =
0.002 A o o : A
s
o004 ol o o ola o ol & 517 8 all* 4 4
0.990.999 1  0.990.999 1  0.990.999 1  0.990.999 1 0.990.999 1  0.990.999 1

Threshold
¢1 ®07°09 N e 10 4 100 ® 1000 + 5000

Figure — Influence du nombre de réplications N et du seuil.
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Etat de I'art : les modeéles a facteurs

> Qu’est ce qu'un modéle a facteurs?
Ei=fZl + U;,Vie [1,n]

ou
> E; est la ligne i de E,
» Z est une matrice k x g,
> f; est un vecteur iid de taille k,
> U, est un vecteur d'erreur de taille g (indep de f;).

Sous cette hypothése d'indépendance on a :
¥ = Z[Cov(f)Z] + X,

> Gérer les modeéles a facteurs
> Blum et al. (2016) : un estimateur parcimonieux de B donc
de 3 lorsque Vi € [1,n], (fi1,...,fix) S N(O,I).
> Hosseini & Lee (2016) : un estimateur parcimonieux de € a
I'aide de modéle a facteur.
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